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Introduction, notation

Echantillonner

Echantillonner

o Echantillonner, c'est sélectionner une partie (un échantillon) pour
extrapoler son analyse au tout.

o |l existe plusieurs principes d'extrapolation : basée sur la plan/basée le

modéle/assistée par le modéle.

o Et si on essayait d’utiliser tous les principes ensemble.
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Introduction, notation

Plan d’expérience vs plans d'échantillonnage.

Plans

Les plans d’'expérience et plans d’'échantillonnage n'ont pas les mémes buts.

@ Plan d’expérience : on veut estimer les paramétres d'un modéle.

@ Plan de sondage : on veut estimer des caractéristiques de la
population.

Donc la structure de la population est capitale.
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Introduction, notation

Inférence basée sur le plan de sondage

Inférence basée sur le plan de sondage

Population : U ={1,...,k,..., N}.

Echantillon s C U.

Exemple U = {1,2,3,4,5}, échantillon s = {2,3,5} ou
s=(0,1,1,0,1)T.

Plan de sondage p(s) > 0 et Z p(s) =1.
sCcU
Echantillon aléatoire S, Pr(S = s) = p(s), for all s C U.

Probabilités d'inclusion 7, = Pr(k € S) = > -, p(s).
Probabilités d'inclusion jointe iy = Pr({k, (} € S) = > o1y 4y P(S)-

— 1
Total Y = Zyk. Moyenne Y = N Zyk.
keU keU

v
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Inférence basée sur le plan

~

@ Estimateur de Nairin-Horvitz-Thompson (NHT) : Y = E Yk
7Tk
Nis

| mke—mime i kFEL
° A“—{ m(l—m)  if k=L

; et . )/kﬂ
@ Variance de I'estimateur NHT : var, ( ) =V Z Z 7Tk7T€
keU teu
varp ( ) - 2N2 Z Z < - yZ) Ay (taille fixe).
kGUZGU
o Estimatlons A
—~ (v YrYe ke
var (Y)
N2 %; KT Tk
< Do
var( ) = —2 2 (m W) - (taille fixe).

kes ZES
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Plans de base

Plan

Plans
@ Un plan de sondage n’est rien d’autre qu’un vecteur aléatoire discret positif.

@ Chaque composante représente le nombre de fois qu'une unité est
sélectionnée dans I'échantillon.
@ Un plan sans remise est une loi de probabilités sur les sommets d'un cube.

) (111)

(010)

(110)

(101)

(000) (100)
v
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Plans de base

Plan de Bernoulli

Plan de Bernoulli

@ Plans de Bernoulli avec des probabilités 7.
p(s) =771 —m)N-#s forallse S,

ou ns est la taille de I'échantillon s.

e L'échantillon (s1,...,sk,...,Sn) est un vecteur de variables de
Bernoulli i.i.d. de paramétre .

o La taille de I'échantillon ns ~ Bin(N, ).
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Plans de base

Plans de Poisson

Plan de Poisson

@ Plan de Poisson

p(s) = {Hwk}{n(l—ﬂk)} , pour tout s € S.

keS k¢S

e L’échantillon (si,...,sk,...,Sy) un vecteur de variable i.i.d. de
Bernoulli avec les paramétres 7.

@ Probabilités d'inclusion .

o La taille de I'échantillon suit une loi Poisson-binomiale (Hodges Jr. &
Le Cam, 1960; Stein, 1990; Chen, 1993).
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Plans de base

Plan simple sans remise

Plan simple sans remise

@ Plan simple sans remise

-1 .
(N) pour tout s de taille n

_ n
p(s) = ,
0 sinon
n
T = —
N
et
n(n—1)
The = 3 a2y
N(N—1)’
pour tout k # £ € U.
v
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Plans de base

Plans a probabilités inégales

Plans & probabilités inégales
@ Plans 3 probabilités inégales 7y de taille fixe.
@ Plusieurs dizaines de méthodes (voir Brewer & Hanif, 1983; Tillé, 2006).

@ Plan de Poisson conditionnel (CPS) ou plan a entropie maximale (MES) :

Ekes exp A
ZSESn > kes €XP Ak ’

p(s) =

ol S, est I'ensemble des échantillons de taille fixe n et les A\, sont obtenus en résolvant

> p(s) =k (1)

se{seS,|s>k}

@ Implémentation complexe (Chen, Dempster & Liu, 1994; Deville, 2000; Tillé & Matei,
2015).

@ L'échantillon est un vecteur aléatoire qui appartient a la famille exponentielle. Il existe une
bijection entre les espérances 7y et les paramétres \.
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Plans de base

Stratification

Stratification

Sh

S

Stratification avec H strates Uy, ...

7UH-

H Np\ — —
p(s) = [Th=1 (o) for all s tel que #(UpN's) = ny.
0 sinon.
v
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Plans de base

Stratification

Stratification (suite)
@ Les probabilités d'inclusion mx = np,/Np.
@ Tous les échantillons de probabilités non-nulles ont la méme
probabilité.
@ Deux allocations de base
. . nNh
o Allocation proportionnelle n, = ——.
nNth

<—H a0
> -1 NeVe
ol Vj, est I'écart-type de la variable d’intérét dans la strate h.

o Allocation optimale de Neyman nj, =
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Plans de base

Plans équilibrés

Bamboleo
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Plans de base

Plans équilibrés

@ ‘Procédure rejective’ : On génére des échantillons jusqu'a I'obtention

d’un échantillon équilibré.

X:
j=t J
ol X
~ ki
%= Yot % =30
Tk
keU keS

et ¢ est une valeur petite. (Hajek, 1981; Legg & Yu, 2010).

@ Probléme : les unités extrémes ont des probabilités d’inclusion
réduites. (Fuller, 2009; Chauvet, Haziza & Lesage, 2015)
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Plans de base

|dée de la méthode du cube

(011)

(111)
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Plans de base

Plan équilibré

o Méthode du cube. Sélectionne un plan équilibré tel que

=2
Z — = X
kes "k keu
(Deville & Tille, 2004; Tillé & Favre, 2004; Deville & Tillé, 2005; Tillé
& Favre, 2005; Chauvet & Tillé, 2006; Chauvet, Bonnéry & Deville,
2011; Tille, 2011; Breidt & Chauvet, 2011).

o Les probabilités d'inclusion sont exactement satisfaites.

o Les contraintes d’équilibrage ne peuvent en général pas étre
exactement satisfaites.

@ Deux phases : phase de vol et phase d'atterrissage.

e Implémentation en langage R (Tillé & Matei, 2015; Grafstrom & Lisic,
2016) et en SAS (Rousseau & Tardieu, 2004; Chauvet & Tillé, 2005).
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Inférence basée sur le modéle

Inférence basée sur un modéle Brewer (1963); Royall
(1970a,b, 1971)

Inférence basée sur un modéle
N LT _ 2 _
@ Modéle y, = x, B + ek avec var(ex) = o} et cov(ek,ep) =0.

@ Estimateur BLU (sous le modéle) minimise E(Yg.y — Y)?

o VoL = Z}/k +Z)7k.

kesS k¢S

-1
T T
~ PN Xk X XKy
wBd- (DM A

kes Tk kes k

° EM(\A/BLU) =Y (sans biais sous le modéle).

- -1
varM(\A/BLU— Y) :ZXZ <Z XI;);k ) ZX;(—FZJ,%.

k¢S kes Tk k¢S k¢S
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Inférence basée sur le modéle

Cas particulier

Inférence basée sur le modéle

@ yi = B+ ek avec var(ex) = o et cov(ex,e¢) = 0.

. o _ _ o1
@ estimateur BLU Y,y = Zyk + Zy = Ny, ol y = -2 Yk
kes k¢S kes
_ N—-n,
) e
varm(y) P

Inférence basée sur le plan

@ Plan simple : estimateur HT \A/W = Ny.

_ N—n
o Varp(_y) = WS}%
o S2 IZyk— . Em(S2) =02
keU

v
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Inférence basée sur le modéle

Inférence basée sur le modéle ou sur le plan

Méme inférence
@ Les deux approches peuvent conduire a la méme inférence.
@ Correspondance plan/modéle ?
@ Exemple : Stratification avec un modéle d'analyse de la variance.

@ Peut-on spécifier quand les deux approches coincident ?

Yves Tillé Sélectionner dextrement I'échantillon Gatineau, octobre 2016
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Inférence basée sur le modéle

Coincidence des approches

Définition
Hétéroscédasticité pleinement explicable
(i) il existe un vecteur A € RY tel que A" x, = 07 ;

(i) il existe un vecteur @ € RY tel que 8" x; = 0.

Réinterprétation par Nedyalkova & Tillé (2008) d’un résultat de Royall
(1992) et de Valliant, Dorfman & Royall (2000, pp. 98-100).

Résultat

Si le modéle de superpopulation a une hétéroscédasticité pleinement
explicable et si le plan est équilibré avec des probabilités d’inclusion
proportionnelles aux oy, alors I'estimateur BLU ?BLU sous le modéle est
égal a I'estimateur HT Y.
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Inférence basée sur le modéle

Coincidence des approches

Coincidence des approches
o Faire coincider les approches rend I'estimation doublement robuste.

@ Il faut modéliser la population et ensuite concevoir le plan en fonction
de ce modéle.

o La variable d'hétéroscédasticité doit faire partie du modéle.
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Principes d’'échantillonnage

Principes d'échantillonnage

o Randomisation,
@ Restriction,

@ Surreprésentation.

Yves Tillé Sélectionner dextrement I'échantillon
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Principes d’'échantillonnage

Randomisation

ler principe : Randomisation
@ Sélection de |'échantillon de la maniére la plus aléatoire

@ Maximisation de I'entropie

I(p) ==Y _ p(s)log p(s).

scU

@ Malheureusement, ce n'est pas toujours possible.

@ Important pour I'estimation de variance (Berger, 1996, 1998a,b,c).
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Principes d’'échantillonnage

Restriction

2éme principe : Restriction
@ Eviter les mauvais échantillons.

@ Sélectionner seulement des échantillons avec des caractéristiques
particuliéres.

@ Plus généralement, sélection d’échantillon équilibrés

Xk
D = 2N
Tk

keS keU

o Cas particuliers : taille fixe, stratification.
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Principes d’'échantillonnage

Surreprésentation

3éme principe : Surreprésentation

@ Surreprésenter |3 ou la dispersion est plus large.

@ Exemple : Allocation optimale de Neyman est un cas particulier.
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Principes d’'échantillonnage

Remarque : le plan optimal n’existe pas

@ La variance : forme quadratique var(\A/) =y Ay, ou

ST ()/1 y/v)
b1 TN
@ Avec les méme probabilités d'inclusion, si il existe une variable y pour

laquelle R R
vary(Y) =y A1y < vara(Y) =y Ayy,

il existe une autre variable z telle que

varl(f) = iTAli > Varz(Z) = iTAQi

)

(Tille, 2004).

@ Interprétation : Si deux plans de sondage ont les mémes probabilités
d'inclusion, les sommes des valeurs propres de A; et A, sont égales.

@ Si la variance est diminuée dans une direction, elle est nécessairement
augmentée dans une autre direction.
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Principes d’'échantillonnage

Remarque sur |'optimalité

Comparaison plan de Bernoulli avec plan simple 7 = n/N (mé&me probabilités d’inclusion)
Plan de Bernoulli

@ A=n(1- 7r)IN, valeurs propres \; =7(1 —7),i=1,...,N

szk

keU

o varBERN( Y

Plan simple

@ N — 1 valeurs propres égales a x:;’ et une égale a 0 associée au vecteur propre
,...,1)7T.
N— 2
@ varsrs(Y) = i —-Y)P = dw-Y
nN N—1 — 1
keU keU
@ Le plan simple a une variance nulle pour les variables constantes y, = C. Le plan de
Bernoulli est plus précis pour toutes les variables centrées.
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Principes d’'échantillonnage

Modélisation de la variable d'intérét

@ Modeéle sur la population yx = x/ 3 + 5k,
Xk = (Xktyeevye-- 7xkp) , vary(ek) = ask. Pas d'autocorrélation.

@ La variance anticipée de I'estimateur HT

AVar(Y) = E,Eym(Y-Y)? = E, Zxkﬁ > xB +Zwk1 )=k

kesS keU keU

Le plan de sondage qui minimise la variance anticipée consiste a

o utiliser des probabilités d'inclusion proportionnelle aux o,
o équilibrer sur les auxiliaires x.

@ Sous ces contraintes, on peut maximiser |'entropie.
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Principes d’'échantillonnage

Modélisation de la variable d'intérét

Plans optimaux qui maximisent |’entropie :

Plan Modéle Variance du modéle 7,

Plan simple Yk =B+ ek o? n/N

Plan de Bernoulli Yk = €k o? m = E(ng)/N
CPS Yk = xkB + €k x20? Tk X Xk

Plan de Poisson Vi = €k xfo? Tk X Xk
Stratification proportionnelle  y, = By + e, k € Up, o? n/N
Stratification optimale Vi = Bn + €1, k € Up, o2 T, X O,
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Principes d’'échantillonnage

Modélisation de la variable d'intérét

Cas général
o Cas général y, = XZ,B + &k,
@ Il n'existe pas de plans optimaux qui maximisent |'entropie en toute
généralité.
@ On ne peut pas maximiser |'entropie pour un plan équilibré sauf dans
des cas particuliers.

@ Deville “Conditions nécessaire et suffisante d'équilibrage exact : Toutes
les p x p matrices de plein rang extraites de A = (xyj/m) ont le
méme déterminant en valeur absolue.
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Autres méthodes

Tirage systématique a probabilités inégales

Exemple

On suppose N =6 et n=3.

kK |0 1 2 3 4 5 6 | Total
Tk 0.07v 0.17 0.41 0.61 0.83 0.91 3
Vi |0 0.07 024 0.65 126 2.09 3
k
Vi = Zﬂ'k, avec Vo =0 et vy = n.
j=1
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Autres méthodes

Tirage systématique a probabilités inégales

Suppose que le nombre aléatoire u = 0.354. On sélectionne
@ |'unité 3 est sélectionnée car Vo, < u < V3,
@ |'unité 3 est sélectionnée car Vi < u < Vs,

@ |'unité 3 est sélectionnée car V5 < u < V,
Echantillon s = {3,5,6}.

VO V1 V2 \/3 V4 V5 V6
[l | | | |
| | | |
0 T 1 T 2 T 3
u u+1 u+2
Yves Tillé
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Autres méthodes

Méthode du pivot
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Méthode du pivot
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Autres méthodes

Méthode du pivot

de Michel Maigre®©, site web de la Région wallonne : Direction des voies
hydrauliques, canal du centre.

Wize en communication
des bassins

1
I

1
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Méthode du pivot

e Méthode du pivot (Deville & Tillé, 2000).

o A chaque étape, on modifie les probabilités d’inclusion de deux unités
(appelée i et j).

@ Exemple

(0.07 017 0.41 0.61 0.3 0.91)» (0 0.24 0.41 0.61 0.83 0.91) proba 0.709
. (024 0 0.41 0.61 0.83 0.91) proba 0.291
(0.07 0.17 0.41 0.61 1 0.74) proba 0.346

(0.07 0.17 0.41 0.61 0.83 0.91)—
(0.07 0.17 0.41 0.61 0.74 1 ) proba 0.654
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Méthode du pivot

Variantes de la méthode du pivot
o Méthode du pivot aléatoire
Deville & Tillé (1998),
@ Méthode du pivot ordonné (ou séquentiel) ou tirage systématique de
Deville
(Deville, 1998; Chauvet, 2012; Fuller, 1970),

e Méthode du pivot local (ou spatial)
(Grafstrém, Lundstrém & Schelin, 2012).
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Autres méthodes

Exemple, méthode du pivot ordonné
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Echantillonnage spatial

Echantillonnage spatial : Motivation

Exemples

@ Sélection de cercles dans des prairies pour un monitoring d’observation
de plantes.

@ Sélection de communes dans un pays.
@ Sélection d’arbres dans une forét.

@ On définit une distance entre des unités statistiques (par exemple des
entreprises) basée sur des variables auxiliaires.

Probléme : deux unités voisines sont en général similaires (autocorrélation).
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Echantillonnage spatial

Population

La population U peut étre finie ou infinie.
Une population infinie peut étre discrétisée.

Une information auxiliaire peut &tre disponible x, (satellite).

But : estimer le total des yy.
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Echantillonnage spatial

Exemple : Monitoring des prairies séches protégées en Suisse

(Tillé & Ecker, 2013)

Table — Exemple de prairies séches dans le Jura suisse avec 9 polygones (limites noires).
Six points (croix blanches) et deux points en réserve sont sélectionnés pour observation.
Source orthophoto : swissimage(© 2012 swisstopo (DV 033594).
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Echantillonnage spatial

Modéle pour I'échantillonnage spatial

@ Modéle pour I'échantillonnage spatial
Vi =% B+ ek (2)

2
E(sk) = 0, var(sk) =0 et COV(Ek,E-Ig) = OckOctPke
@ Le modéle est hétéroscédastique avec autocorrélation.

AVar(Y) = B, Zxkﬁ > % B +ZZA Uairiifzpke

keS keU keU keU

Plan optimal :
o utilisation de probabilités d’'inclusion proportionnelles aux o,
o utilisation d'un plan équilibré sur les variables xy.
e évitement de la sélection d'unités voisines, donc sélection d’un
échantillon bien étalé (ou équilibré spatialement)
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Echantillonnage spatial

Les méthodes habituelles (Wang, Stein, Gao & Ge, 2012)

@ Les méthodes habituelles peuvent é&tre utilisées : plans simples,
stratifiés, par grappes, a deux degrés.

@ Une stratification peut améliorer I'étalement.

@ Role central de tirage systématique (car étalé).

Yves Tillé Sélectionner dextrement I'échantillon Gatineau, octobre 2016
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Monitoring de biodiversité

végétaux dans les placettes

[m]

Table — Source : Monitoring suisse de la biodiversité : nombre de néophytes
Yves Tillé

Sélectionner dextrement I'échantillon

=

Gatineau, octobre 2016

D¢
46 / 72



Echantillonnage spatial

Monitoring de biodiversité

Table — Monitoring suisse de la biodiversité : nombre de néophytes végétaux dans
les placettes
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Echantillonnage spatial

Monitoring forestier

Table — Source : WSL (Wald, Schnee und Landschaft WSL) échantillon de placettes de
forét
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Echantillonnage spatial

Problémes

L'échantillonnage systématique ne peut pas é&tre utilisé :
@ quand les unités sont sélectionnées a probabilités inégales,

@ quand les unités sont sélectionnées de maniére irréguliéres sur le
territoire (ex. constructions, communes),

© quand le nombre d'unités est fini et qu’elles ne sont pas placées
réguliérement sur le territoire.

Yves Tillé Sélectionner dextrement I'échantillon Gatineau, octobre 2016 49 / 72



Echantillonnage spatial

Centres des communes belges
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Table — Centres of des communes belges (Donné

Sélectionner dextrement I'échantillon

es IGN Belge)
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Echantillonnage spatial

Monitoring de prairies séches (Tillé & Ecker, 2013)

Table — Distribution des prairies séches dans les six régions biogéographiques suisses.
L'échantillon est en rouges sur la population en bleu.
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Echantillonnage spatial

Hilbert

Utilisation de courbes fractales (Quinn, Langbein, Martin & Elber, 2006;
Lister & Scott, 2009).

Hilbert().2]

Hilbert([, 1]

Table — Courbe de Hilbert
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Generalized Random Tessellation Sampling GRTS,

Echantillonnage aléatoire généralisé par tessellation

Algorithme de Stevens Jr. & Olsen (2003, 2004); Theobald, Stevens Jr.,
White, Urquhart, Olsen & Norman (2007)

@ Création d'une grille hiérarchique adressée.

@ Randomisation des adresses.

© Ordonnancement des adresses en 1 dimension.
@ Sélection avec un tirage systématique.

L'échantillon est bien étalé mais il n’est pas équilibré.
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Echantillonnage spatial

Generalized Random Tessellation Sampling GRTS, Echantillonnage aléatoire

généralisé par tessellation
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(Source Stevens et Olsen) Courbe de Lebesgue. L'échantillon est bien étalé
mais il n'est pas équilibré.
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Echantillonnage spatial

Probléeme du voyageur de commerce

Dickson & Tillé (2015)

@ On détermine le plus court chemin passant par toutes les unités
statistiques au moyen de la méthode du voyageur de commerce,

@ On utilise le tirage systématique ou la méthode du pivot ordonnée le
long du chemin.
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Echantillonnage spatial

Probléeme du voyageur de commerce

Autocorrélation le long du chemin pour la variable revenu moyen dans la
commune : 0.4835873

Table — Plus court chemin entre les centres des communes belges. Ensuite, on
utilise le tirage systématique ou la méthode du pivot ordonnée.
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Echantillonnage spatial

Probléeme du voyageur de commerce

30

Table — Grille 40 x 40. Sélection de 40 points.
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Echantillonnage spatial

Probléeme du voyageur de commerce

Voyageur de commerce Plan simple
et tirage systématique
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Echantillonnage spatial

Méthode du pivot local

Algorithme de Grafstrom, Lundstrom & Schelin (2012)
Algorithme du pivot local

@ Sélection de deux unités voisines i et j avec des probabilités comprises
strictement entre 0 et 1.

@ Application d’une étape de la méthode du pivot sur i et j.
© On répete ces deux étapes.

L’échantillon est bien étalé mais les totaux ne sont pas équilibrés.
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Algorithmes pour un échantillonnage équilibré et étalé

Méthode du cube locale(Grafstrom & Tille, 2013)

e La méthode du cube DeV|IIe & Tille, 2004) permet d’obtenir des

échantillons équilibrés Z Z Xk

keS keU
@ La méthode du cube est composée de deux phases

o Phase de vol
o Phase d’atterrissage

@ Durant la phase de vol, a chaque étape une composante de 7 passe a
Ooual.

@ Idée : Chaque étape de la phase de vol est appliquée seulement sur
p + 1 unités voisines. (p est le nombre de variable d'équilibrage).

@ L’échantillon est a la fois équilibré et étalé.
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Algorithmes pour un échantillonnage équilibré et étalé

Algorithmes pour un échantillonnage équilibré et étalé (doublement équilibré)

Idée
@ Soit p le nombre de variables auxiliaires.
@ Dans la méthode du cube, la dimension du sous-espace des contraintes
est N — p.
@ Pour faire tourner une étape de la phase de vol avec la méthode du
cube, la population doit avoir une taille d’au moins p + 1 unités.

Algorithme
On répéte ces étapes :

(1) Sélection d’'un ensemble de of p 4 1 unités voisines ayant des
probabilités d'inclusion strictement entre 0 et 1.

(2) On applique une étape de la phase de vol.
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Algorithmes pour un échantillonnage équilibré et étalé

Méthodes non étalées

Méthodes non étalées : plans

simple random sampling

Unequal probability sampling

simple, & probabilités inégales et plan équilibré

Cube method

o o
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Algorithmes pour un échantillonnage équilibré et étalé

Méthode d'étalement habituelle

Méthodes de base

@ Les méthodes les plus habituelles sont le tirage systématique et la

stratification.

o Pas généralisable aux probabilités inégales.

Plans systématiques et stratifiés

Systematic Statfication with H=25

Echantillonnage systématique et stratification avec deux points par strate.

v
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Algorithmes pour un échantillonnage équ

Méthode d'étalement

Méthode d’étalement

o Méthodes GRTS, méthode du pivot et cube local.

@ Les échantillons sont bien étalés.

o A l'oeil, il est difficile de voir quel est I'échantillon le plus étalé.

GRTS.

Local pivotal

Local cube

v
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Algorithmes pour un échantillonnage équilibré et étalé

Polygones de Voronoi
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Algorithmes pour un échantillonnage équilibré et étalé

Qualité de I'équilibrage spatial

Table — Indices d’étalement pour les plans (Variance des polygones de Voronor)

Plan Indicateur d’équilibrage
Systématique 0.05
Plan simple 0.31
Stratification avec H=25 0.11
Pivot local 0.06
Méthode du cube 0.21
Méthode du cube locale 0.06
GRTS 0.09

Yves Tillé Sélectionner dextrement I'échantillon Gatineau, octobre 2016 66 / 72



Conclusions

Conclusions

Conclusions

Il est important de modéliser la population avant de déterminer le plan
de sondage.

Le plan doit étre déduit du modéle en appliquant les principes :
restriction, randomisation et surreprésentation.

Si autocorrélation, I'échantillon doit &tre étalé.

L'échantillon représentatif selon Grafstrom & Lundstrém (2013);
Grafstrom & Schelin (2014). Définition : similaire & la population pour
tous les aspects important.

L’échantillonnage spatial peut étre appliqué a des données
non-spatiales.

Par exemple : distance entre entreprises (distance de Mahalanobis).

L’étalement est comme une stratification dans chaque sous-ensemble
convexe d’individus.
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